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Satz (P. Hall). Sei G eine aflösbare Gruppe mit |G| = ab, wo ggt(a, b) = 1. Dann
besitzt G eine Untergruppe der Ordnung a und je zwei solche Untergruppen sind
konjugiert in G.

(1) (Frattini-Argument) Sei F eine endliche Gruppe, H eine normale Unter-
gruppe von F , und P eine Sylow p–Untergruppe von H. Zeige, daß F =
NF (P )H.

(2) Sei H eine minimale normale Untergruppe von G. Zeige, daß:
(a) H(1) = {1} oder H(1) = H;
(b) H(1) = {1}, insbesondere H ist abelsch;
(c) H = Zk

p.
(3) Sei H eine normale Untergruppe von G mit |H| = a′b′, wo a′|a, b′|b und

b′ < b. Sei G/H besitzt eine Untergruppe der Ordnung a/a′. Zeige, daß es
eine Untergruppe von G der Ordnung a gibt.

(4) Sei H C G mit b - |H|. Dann besitzt G eine Untergruppe der Ordnung a.
(5) Sei |G| = apm mit p - a. Sei H C G eine p–Sylow-Untergruppe, die einzelne

minimale normale Untergruppe ist.
(a) Sei K/H eine minimale normale Untergruppe von G/H. Zeige, daß
|K| = pmqn, für ein Primzahl q 6= p;

(b) Sei Q eine q–Sylow-Untergruppe von K. Zeige, daß K = HQ;
(c) Zeige, daß G = KNG(Q);
(d) Zeige, daß |NG(Q)| = a|H ∩NK(Q)|;
(e) Zeige, daß H ∩NK(Q) < Z(K);
(f) Zeige, daß Z(K) = {1};
(g) Zeige, daß |NG(Q)| = a.

(6) Zeige, daß G besitzt eine Untergruppe der Ordnung a.


